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Menetközben satlakozott a pályázathoz egy tehetséges atal kutató,
Patkós Balázs is. Patkós Balázs satlakozását két témája is indokolta, a
véletlen gráfok iránti érdekl®dése, eddigi kutatása, eredményei, illetve az ex-
tremális struktúrák iránti érdekl®dése és idevonatkozó eredményei. Csat-
lakozásának engedélyeztetését kérelmeztük, az engedélyt az OTKA irodától,
Hunyadfalvi Zoltán 2010 márius 9-én megkapott levelében kaptuk meg.
Az alábbiakban a teljes 4 éves periódusról számolunk be. Els®sorban a
korábban elkezdett kutatásainkat folytattuk, ez els®sorban a nagyobb össze-
függ® kutatási területeinkre vonatkozik, az extremális gráfelmélet és hiper-
gráfelmélet entrális kérdéseire. Ezek között szerepelnek:
1. Klasszikus Extremális és Ramsey problémák megoldása grá-
fokra, hipergráfokra, ill. ezekkel rokon problémák.
2. A Szemerédi Regularitási Lemma alkalmazásai gráfelméletben,
3. az extremális és Ramsey típusú kérdések kapsolata, ezek kap-
solata a kvázivéletlenséggel, illetve a Regularitási Lemmával, annak
használata általában, és elkerülhet®sége, szerepe a "tulajdonság-teszte-
lésben",
4. Az extrém gráfelmélettel szoros kapsolatban álló Erd®s-Kleitman-Roth-
shild típusú tételek
5. Modern Gráfelmélet:
(a) Gráf-jelenségek leírása részgráfok számolásával,
(b) a gráimesz vizsgálata, alkalmazásai
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() Gráf-jelenségek leírása analízisbeli módszerekkel
(d) Hasonlóságok és különbségek a s¶r¶ és ritka gráfok limesz-elmé-
letében.
6. Sporadikus kérdések: olyan kérdések kutatása, amelyek látszólag
elszigetelt problémákra vonatkoznak, valójában azonban újszer¶ jelen-
ségek felfedezéséhez vezethetnek. (Ez néha szorosan kapsolódik az 1.
ponthoz.)
(a) Hipergráf extrém tételek,
(b) Degenerált extrém gráf tételek.
() Szinezési problémák.
(d) Kombinatorikus metszettételek
(e) Általánosított metszettételek (pl vektorterek altereire vonatko-
zóak).
(f) Kombinatorikus geometriai, ill. egyéb geometriai kérdések.
Emellett azonban több új típusú kérdések, témák kutatásába is belekezd-
tünk.
A beszámolót a 2. ponttal kezdjük, mert ez a kutatásaink igen nagy
részében entrális szerepet játszik. Ezután áttérünk a gráf-limesz elméletre,
mert ez szorosan kapsolódik a Regularitási Lemmához. Végül visszatérünk
a klasszikus témákra.
1. A Regularitási Lemma alkalmazásai
Területünkön, az Extremális struktúrák elméletében kiemelked®en fontos
szerepet játszik a Szemerédi Regularitási Lemma, alkalmazásai a legkülön-
böz®bb kombinatorikai ill. kombinatorikus számelméleti kérdésekben, a "prop-
erty Testing"-ben, illetve a gráimesz és a körülötte kialakult elméletekben.
Az általunk kutatott témák részben klasszikus gráfelméletiek, azon belül
els® sorban extremális gráfelméletiek, illetve Ramsey típusúak, (bár gyakran
kitérünk olyan témákra is, amelyek nem kapsolódnak, vagy legalábbis nem
közvetlenül kapsolódnak ezekhez). Témáinkat a használt módszereink is
összekötik, melyek között az egyik a Szemerédi Regularitási Lemma, mely
napjainkban vitathatatlanul a modern Diszkrét Matematika egyik legfon-
tosabb eszközévé vált. Alkalmas arra, hogy a determinisztikus, de véletlen-
szer¶ struktúrákat kezelje, leírja.
Mi is ezekkel a módszerekkel oldottunk meg újabb extremális gráf prob-
lémákat, alkalmaztuk a Regularitási Lemmát Ramsey problémákra, továbbá
közönséges, ill. hipergráf extremális problémák vizsgálatában, hipergráf Ram-
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sey problémákban, másrészt a gráf-limesz-elméletbeli összefüggések tanul-
mányozására, végül tulajdonság-ellen®rzésre (property testing).
1. Kohayakawa, Skokan és Simonovits folytatták kutatásaikat páratlan
körök Ramsey problémáira vonatkozóan [70℄: ha n > n0, akkor a 3-
szín¶ Ramsey függvény, R(Cn, Cn, Cn) = 4n− 3. Ezt kiterjesztették a
diagonálison kívüli esetekre is. A ikket publikálásra leadtuk. A hozzá
szükséges kétszin¶, hiányos Ramsey tételt, illetve a hozzá tartozó sta-
bilitási tételt is kidolgoztuk, publikálás alatt [71℄. Továbbjutottunk
Skokannal és uzakkal a k szinnel szinezett teljes gráfban a körök
Ramsey tulajdonságát vizsgáltuk, amikor a szinek száma tart a végte-
lenhez [75℄.
2. Korábbi, a Regularitási lemmával elért stabilitási tételeinket használ-
tuk fel újabb, Erd®s-Kleitman-Rothshild típusú de nagyon éles tételek
bizonyításában, [7℄, [8℄. Balogh, Bollobás, Saks, és Sós fontos tételeket
bizonyítottak "Örökletes Gráfosztályok" növekedési rátájának lehet-
séges sebességére: alapjelenség hogy n méret¶ különböz® nem-imkézett
gráfok száma nagyon kötött: vagy polinomiális vagy sokkal-sokkal na-
gyobb.
3. Továbbfolytattuk az Erd®s-T. Sós Fa-sejtésre vonatkozó Ajtai-Komlós-
Simonovits-Szemerédi eredményeket, melyek leírása igen id®igényes.
Emellett jelent®s lépéseket tettünk a Komlós-Sós sejtés megoldásában
is. három külföldy atal matematikussal összefogva (Jan Hladky, Di-
ana Piguet, Maya Stein, akiknek az adott témában igen fontos korábbi
eredményei folytatásán dolgozunk.)
4. Vizsgáltuk, mikor, hogyan lehet lényegében azonos szinten bizonyítani
kombinatorikus eredményeket a Regularitási Lemma nélkül, mint azzal.
Lásd pl. [73℄.
1.1. Fák beágyazása
Az OTKA-ban résztvev®k már korábban kifejlesztettek számos módszert,
amelyek alkalmasak a fabeágyazások vizsgálatára. Ezek közül kiemeljük az
Erd®s-T. Sós sejtés megoldását, (nagy fákra) illetve az ezzel nagyon rokon
Loebl-Komlós-Sós sejtésre vonatkozó módszereket, eredményeket.
Ezek mellett ide tartozik még számos további eredményünk, pl. Sze-
merédi, Csaba Béla és Asif Jashmed eredménye is [17℄. melyben egy Bollobás
sejtés egy Komlós-Sárközy-Szemerédi általi megközelitését javítják tovább.
Ide kapsolódnak a hipergráfokra vonatkozó fabeágyazási eredmények is.
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1.2. Ramsey problémák, monokromatikus felbontások
Ide vonatkoznak els®sorban Szemerédi, Gyárfás, G. Sárközy és Ruszinkó,
utakra és páros körökre. Kohayakawa, Skokan és Simonovits páratlán körökre
vonatkozó eredményei, melyekben Regularitási Lemmát és Stabilitási mód-
szereket kombinálunk.
1.3. Gráimesz és alkalmazásai
A gráf-limesz elmélete napjainkban a kombinatorika egyik leggyorsabban fe-
j®d® területe. Két eléggé elváló ága van: a s¶r¶ gráfok sorozatának limeszére
vonatkozó, (amelyben nagyon fontos szerepet játszottak Lovász, T. Sós, Vesz-
tergombi, és külf®ldi társszerz®ik) és a nagyon ritka, pontosabban a ko-
rlátos fokszámú gráfsorozatok BenjaminiShramm elmélete. Ennek kife-
jlesztésében Elek Gábor és Szegedy Balázs eredményei is entrális fontos-
ságúak. Meglep® módon mindkett®ben mély analízisbeli és modell-elméleti
tételeket kell felhasználni.
A kérdés: "nagy" gráfok karakterizálása, mikor hasonlít egymáshoz, mikor
van közel egymáshoz két (nagy) gráf. Ezeket a kérdéseket az utóbbi évek-
ben többek között különböz® alkalmazasok miatt igen intenziven vizsgálják,
konfereniákat, szemináriumokat szerveznek a témából.
Bizonyos értelemben az ittenivel analóg kérdések vizsgálata számelmélet-
ben kezd®dött. Vizsgálták pl. hogy hogy pl. 0-1 sorozatokban kis részstruk-
túrák (pl. n-hosszú blokkok) számából hogyan lehet következtetni a nagy
strukturára, annak globalis tulajdonságaira.
Ezzel analóg kérdést vizsgálunk gráfokra. Itteni fogalmazasban heredi-
tary gráfosztályok esetén alapjelenség itt is,hogy n méret¶ különböz® unla-
belled gráfok száma : f(n, P ) lehetséges viselkedése nagyon kötött, pl vagy
polinomiális nagyságrendü vagy sokkal nagyobb (legalabb S(n) (a sorrend
nélküli partiiok száma) (Labelled gráfokra korábban vizsgáltak, utóbbi évek-
ben Balogh, Bollobás, Weinreih)
Alkalmasan értelmezve gráfokon metrikát, többféle módon konvergen-
iát, többek között az derül ki , hogy a "hasonloságnak" több ekvivalens
értelmezése, merése lehetséges. Mindezek kapsolatban vannak különböz®
statisztikus zikában szerepl® zikai parameterekkel (különböz® energia-foga-
lom), multiway-max ut-tal, Szemerédi Regularitási Lemmával, property ill.
parameter testing-gel stb.
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1.4. A property testing és a Regularitási Lemma kapso-
latáról
Alon és Shapira eredményei alapján ismert, hogy a tesztelhet® gráftulaj-
donságok lényegében ugyanazok, mint amelyek a Regularitási Partíiókból
leolvashatók. Lovász, T. Sós, Vesztergombi és mások fontos szerepet játszot-
tak ezekben a kutatásokba a gráimeszek oldaláról.
Elek, Szegedy és Lippner a síkgráfok tulajdonságainak tesztelésében szá-
mos igen gyelemreméltó eredményt értek el. Lásd még [24℄.
A téma vizsgálatában mára sokan résztvesznek; volt külön konferen-
ia (DIMACS, Moravia, Palo Alto, és most tervezik a második moráviai
workshop-ot a témából). Ezeken a konfereniákon, workshop-okon a témakör
legjobbjai jelentek meg, a f®szervez®k között többször szerepeltek OTKA-nk
tagjai is.
1.5. Az ultraszorzatos módszer alkalmazása
A meglep®, hogy itt Elekék modelelméleti és mértékelméleti módszereket al-
kalmaztak. új, rövid bizonyítást találtunk a hipergráf Regularitási lemmára,
a removal lemmára, az örökl®d® hipergráftulajdonságok tesztelhet®ségére.
Általánosították a Lovász-Szegedy limesztételt hipergráfokra. Bebizonyítot-
ták az els® inverz ounting lemmát hipergráfokra.
A módszer segítségével sikerült bizonyítani több NP-teljes kérdés kon-
stans idejü approximáióját a szubexponeniális növekedésü gráfosztályokon.
Ilyen például a maximális független, a minimális lefed®rendszer, a függet-
lenekhez tartozó partiiófüggvény. Bebizonyították, hogy a monoton tulaj-
donságoktól való távolság is konstans id®ben tesztelhet® ezeken a gráfokon.
Elek Gábor és társszerz®i (els®sorban Szegedy Balázs és Lippner Gábor)
a ritka gráfokra próbálták kiterjeszteni a s¶r¶ gráfokra ismert eredményeket.
Az így felmerül® problémák közismertek és elrettent®ek, mégis Elekék szép
eredményeket értek el ezen a területen is. Eredményeik részben a "Gyors Al-
goritmusok tervezése ritka gráfok paramétereinek megbeslésére" témakörre
vonatkozik.
1.6. Klasszikus kombinatorikai eredmények
Ezek nem kapsolódnak a fent vázolt nagy területhez, elsósorban azért, mert
(gyakran) ritka gráfokra vonatkoznak. Kiemeljük a klasszikus eredmények
közül Gy®ri Ervin és környezete eredményeit, továbbá Füredi néhány ikkét.
Megemlítenénk itt az Erd®s-Gallai tételhez kapsolódó eredményeiket [4℄,
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melyben egyebek között kiterjesztették az eredeti tételt r-uniform hipergrá-
fokra is, (Emellett, mivel az utakat és köröket hipergráfokra sok módon lehet
deniálni, ennek megfelel®en több éles (?) beslést is bizonyítottak.)
Füredi és Lehel megmutatták, hogy bármely n-pontú C4-design kiegészí-
thet® perfekt C4-pakolássá legfeljebb kb
√
n további sús hozzáadásával.
Kiemelném még a hipergráfokra vonatkozó eredményeinket is, (l. pl.
[44℄), illetve a koka részgráfjaira vonatkozó extrém eredményeket. Ugyan-
sak hipergráfos eredményeket találunk [11℄ ikkben is.
Gy®ri és Palmer megoldották azt [65℄, hogy hány szinnel kell - nem
feltétlenül jól - szinezni egy gráf éleit, hogy két szomszédos pontra ül® sillag-
ban szerepl® szinek halmaza különböz® legyen. A pontosan meghatározott
érték a kromatikus szám logaritmusa, ha az több mint 2. Érdekes, hogy
páros gráfra a probléma megoldása NP-teljes.
Gy®ri az ifjabb Katonával és Lemons-sal az utakra vonatkozó Erd®s-
Gallai tétel különböz® uniform hipergráfokra vonatkozó általánosításait vizs-
gálták, bizonyos esetekben (pl. Berge utakra) bebizonyitották a pontos tételt,
máskor jó besléseket adtak. A ikk benyújtás elött áll.
A körökre vonatkozó kutatások szorosan kapsolódnak számelméleti ered-
ményekhez. Erd®s egy régi számelméleti problémája lett megoldva [15℄.
Ugyansak kiemeljük a Hamilton-gráfok k körb®l alló 2-faktorára vonatkozó
eredményt, mely Faudree egy nehéz sejtését oldja meg.
2. Geometriai jelleg¶ eredményeink:
Szép eredményeket geometriai ért el Füredi [32℄ háromszög-lefedésekre, il-
letve, egy klasszikus (Besiovih-Rado kérdéshez kapsolódó) eredményét
[47℄.
Algebrai módszerek alkalmazása illeszkedési struktúrák vizsgá-
latában: Újszer¶ eredményeket bizonyítottunk algebrai módszerekkel illesz-
kedési struktúrákra. Ezen belül említeném újszer¶ eredményeinket a három,
analítikusan paraméterezett görbesereg háromszoros pontjainak számára, (Ele-
kes, Simonovits, Szabó [30℄).
3. Nem gráf jelleg¶ eredményeink:
Megoldottunk egy Beatty-sorozatokra vonatkozó számelméleti struktúratételt
[2℄
Számos kérdésre válaszolunk reziduálisan véges soportok provéges hatá-
saival kapsolatban, köztük Lubotzky and Zuk 2001-es kérdését.
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Beláttuk, hogy létezik a szabadsoportnak olyan minimális hatása amin
van két orbit-inekvivalens invariáns mérték [14℄.
Alkalmaztunk extrém gráfelméleti (vagy egyéb kombinatorikus módsze-
reket) számelméletben.
Megoldottuk pl. Erd®s egy régi problémáját: besléseket adtunk olyan
[1, n]-beli egész-szám-halmazok méretére, ahol semelyik k egész szozata nem
osztható egy másikkal a halmazból.
4. Nemzetközi elismerések:
Az eredményeinkr®l újra sak számtalan nemzetközi konferenián adtunk el®
meghívott el®adóként, gyakran plenáris el®adóként. Az OTKA-ban résztvev®k
egyre gyakrabban vesznek részt hosszabb, fontosabb nemzetközi konferen-
iák, illetve tematikus szemeszterek szervezésében. Így például 2009 szeptem-
berét®l a University of California, Los Angeles (UCLA) konferenia-entru-
mában (IPAM) egy igen magas szakmai szint¶ tematikus félév volt lényegében
az itt vázolt témákb®l, illetve néhány idekapsolodó témából, pl. kombina-
torikus geometria, véletlen struktúrák, stb, és ennek egyik szervez®je volt
T. Sós Vera, hosszútávú meghívott résztvev®i pl. Simonovits, és Füredi,
az ennek keretében megrendezett 5 konferenián számtalan el®adást tartot-
tunk. Emellett konferenia-el®adást tartttak az OTKA más részvev®i is.
Lényegében munkájának elismeréseként Elek Gábort is felkérték egy maga-
sszint¶ ilyen konferenia szervezésére, Stanfordban.
Elek Gábor és Szegedy Balázs, illetve Elek Gábor és Lippner Gábor a
témakörbe vágó eredményeinek elismerése egyebek között Elek Gábor nagy-
el®adói meghivása egy fontos Chile-i kongresszusra.
Résztvettünk a Szemerédi Endre nemzetközileg kiemelked®en elismert
matematikusunk (az otka tagja is) 70. születésnapjára rendezett konferen-
iának megszervezésében, az iskolateremt® Sós Vera 80. születésnapjára ren-
dezend® nemzetközi konferenia megrendezésében. Ezeken részben el®adá-
sokkal is szerpeltünk. A nemzetközileg is kiemelked® Szemerédi konferenia
nemzetközileg is egy kiemelked® teljesítménye volt a magyar konbinatorikus
tásadalomnak: kb. 350-en jöttek el, daára, hogy el®adásokat sak meghívá-
sos alapon fogadtunk el.

Végül megemlítjük Szemerédi Endre akadémikus számtalan az adott peri-
odusra es® elismerését, Shok Prize, Steele Prize, és beválasztását az Amerikai
Turományos Akadémia rendes tagjának.
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le módszer grá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[37℄ Füredi, Zoltan; Kantor, Ida; Monti, Angelo; Sinaimeri, Blerina: On
reverse-free odes and permutations. SIAM J. Disrete Math. 24 (2010),
no. 3, 964978.
11
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
Beagyazasi tetelek termeszetesen merulnek fel a design-ok konstru-
alasakor, a Hanani modszere'n alapulo Wilson fele bizonyitasnak is ez
az egyik kritikus lepese. A szerzok azt latjak be, hogy barmely n-pontu
C4-design (vagyis negy hosszu korok eldiszjunkt rendszere) kiegeszitheto
egy perfekt C4-pakolassa legfeljebb kb
√
n tovabbi sus hozzaadasaval.
Ez aszimptotikusan eles es az elso olyan eredmeny amely szublinearis.
Nem tudom megallni h ne idezzek a lektori velemenyekbol:
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ent related results. ... All together, this is an exellent paper.
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A delta-rendszer-modszer intenziv alkalmazasaval belatjuk h ha k > p es
az n eleg nagy akkor egy n-pontu A-mentes F k-uniform halmazrendszer
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